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Nociones de teoria de conjuntos

Este capitulo es un repaso de algunas nociones de teoria de conjuntos y
de las definiciones basicas de relaciones y funciones.

En esta exposicién presentaremos sélo aquellos conceptos indispensables
para el estudio de la asignatura de Légica Matematica.
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Nociones de teoria de conjuntos

La légica y la teoria de conjuntos estan estrechamente relacionadas.
De hecho en un principio se pensé que toda propiedad P(x) (todo
predicado, en el lenguaje de la Iégica de primer orden) llevaba asociado

un “conjunto”,
{x: P(x)}.
El conjunto obtenido estaria formado por los elementos a del universo de

discurso U que satisfacen la propiedad P(x), es decir, tales que se
pueda afirmar que P(x) es verdadera si x = a.



Nociones de teoria de conjuntos

Asi, por ejemplo, sea nuestro universo de discurso “los seres humanos” y
sea P(x) la propiedad de un genérico ser humano x de medir al menos
1,70 metros de altura.

Dado un particular ser humano a, es posible determinar si la altura de a
es al menos 1,70 metros, es decir, si a pertenece al conjunto {x : P(x)}.

Nociones de teoria de conjuntos

La primera de las restricciones es el axioma de especificacién: una
propiedad por si sola no determina un conjunto, sino que selecciona
elementos de un conjunto dado al que es necesario referirse.

Para no incurrir en contradiccién con el axioma de especificacion, es
necesario asumir la no existencia del “conjunto universal U," el conjunto
de todos los conjuntos. En efecto se puede demostrar que si U fuera un
conjunto también A = {x € U : x ¢ x} tendria que ser un conjunto. Asi
que la paradoja de Russell no se podria resolver.

Nociones de teoria de conjuntos

En 1903 Bertrand Russell propuso el siguiente ejemplo de “conjunto”
(segtn la definicion de conjunto de su época)

A={x:x¢x},

y pregunté si A € A.

De la definicion de A se sigue que A € A implica que A ¢ A y, ademas,
que A ¢ A implica que A € A. Por tanto se obtiene la contradiccion:
AcAsiysolosi A¢ A

El ejemplo de Russell muestra que no toda propiedad determina los
elementos de un conjunto.

Nociones de teoria de conjuntos

En respuesta a la paradoja de Russell, se propusieron varias formulaciones
axiomaticas de la teoria de conjuntos. En nuestra exposicion, utilizaremos
reglas de construccién de conjuntos formuladas en términos de la légica
de predicados, a partir de los conceptos primitivos de conjunto y
pertenencia (Zermelo-Fraenkel,1922).



Nociones de teoria de conjuntos

Los conceptos de conjunto y de pertenencia de un elemento a un
conjunto son conceptos primitivos, es decir, no se definen.

Diremos que un conjunto A es una coleccién (familia, clase), finita o
infinita, de objetos de un universo U, tal que para todo objeto x se pueda
determinar si x pertenece a A. Los objetos de un conjunto seran sus
elementos. Si x pertenece al conjunto A, se escribira x € A. Si x no
pertenece a A, se escribira x ¢ A.

Inclusion e igualdad de conjuntos

» Inclusién: Si todo elemento x de un conjunto A es también
elemento de un conjunto B, se dirad que A esta contenido en B o que
A es un subconjunto de B (y se escribira AC B 6 B2 A).

» Inclusién propia: Si A es un subconjunto de By existe un elemento
de B que no pertenece a A, entonces A es un subconjunto propio
deB: A¢B 6 ACB.

» lgualdad: Dos conjuntos A y B son iguales si contienen los mismos
elementos. Por ejemplo, los conjuntos A= {-2,1,0,—7} y
B ={-7,1,0,—-2} son iguales.
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Nociones de teoria de conjuntos

Ejemplos:
N:={1,2,---} es el conjunto de los nameros naturales,
Z:={--,-2,-1,0,1,2,---} es el conjunto de los nimeros enteros,
F:= {g 'p,gE€EZ y q#0} eselconjunto de las fracciones de
nimeros enteros,
A:={x€eR:x*=1} ={-1,1} es el conjunto solucién de la ecuacién
x*—1=0.

Notacioén: los simbolos @, R y C denotaran, respectivamente, el
conjunto de los nameros racionales, reales y complejos.
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Inclusién e igualdad de conjuntos

Nota importante: para demostrar que dos conjuntos Ay B son iguales,
es necesario verificar las dos siguientes condiciones:

1)ACB (1)
2)BCA )

Ejemplos: 1) Sean A= {x e R: x> +x—-2=0} y B={-2,1}.
Los elementos de A son las soluciones de la ecuacién x2 +x —2 =0, es
decir, son los nimeros x; =1y xo = —2. Yaque x; € By x; € B,

A C B. Ahora esta claro que también B C A. Por tanto, A= B.

2) Sean A= {a,b,c,d} y B={c,a,d,b}, entonces A= B.
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Inclusion e igualdad de conjuntos Inclusion e igualdad de conjuntos

» Conjunto vacio: El conjunto vacio () es el conjunto que no tiene Proposicién Sea A un conjunto cualquiera. Entonces @) C A.
elementos. La justificacion de esta proposicion es inmediata, ya que (como
estudiaremos muy pronto) toda deduccién con una premisa falsa es

Nota: el conjunto §) no es igual al conjunto A = {0}, pués A tiene un
elemento, el conjunto vacio.
Ejemplo: Sea A= {x € R: x? = —1}. Entonces A = ().

verdadera.
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Operaciones con conjuntos Operaciones con conjuntos

> la interseccién de Ay B es el conjunto AN B de todos los

Si Ay B son dos conjuntos, es posible construir nuevos conjuntos por
elementos que pertenecen tanto a A como a B, es decir

medio de las siguientes operaciones:
> la unién de Ay B es el conjunto AU B de todos los elementos de A
o de B, es decir ANB={x:(xeA) y (xeB)}
Si Ay B no tienen elementos en comin, entonces AN B = () y se

AUB={x:x€A ¢ xe€ B},
dird que Ay B son disjuntos,
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Operaciones con conjuntos

> el complemento (relativo) de B respecto de A es el conjunto
A\B de todos los elementos de A que no pertenecen a B, es decir

AB={x:(x€A) y (x¢B)}
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Operaciones con conjuntos

Por ejemplo, sean A = {x,y,z} y B = {a, b}. La siguiente figura es una
representacion grafica (obtenida con el sistema Maple sustituyendo las
letras por nimeros: x =1,y =2,z=3,a=1,b=2) de Ax B.

L]
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Operaciones con conjuntos

» el producto cartesiano de dos conjuntos no vacios Ay B es el
conjunto de todos pares ordenados (a, b) cona€ Ay b€ B, es
decir

AxB={(ab):(acA) y (beB)}

Para representar graficamente un producto cartesiano A x B de dos
conjuntos, se puede utilizar un sistema de ejes. Los elementos de A se
representan por medio de puntos del eje de las abscisas y los elementos
de B por medio de puntos del eje de las ordenadas. Entonces los
elementos de A x B son todos los puntos de “coordenadas” (a, b).
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Partes de un conjunto

Si A es un conjunto, se llama conjunto de las partes de A, P(A), al
nuevo conjunto cuyos elementos son exactamente los subconjuntos de A.

Nota: Para todo conjunto A, P(A) es siempre no vacio, ya que § € P(A).
Ejemplo: Sea A = {a, b, c}. Entonces

P(A) = {0.{a},{b},{c}.{a. b}, {a,c}.{b,c} ,{a, b, c}}.
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Propiedades de las operaciones con conjuntos

Sean A, By C tres conjuntos. Las principales propiedades de las
operaciones con conjuntos son las siguientes:
1) idempotencia de la unién y de la interseccion:

AUA=A 3
ANA=A (4

= =
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Propiedades de las operaciones con conjuntos

4) distributividad de la unién respecto de la interseccién y de la
interseccion respecto de la unién:

AU(BNC)=(AuB)N(AUC) 9)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (10)

5)
AUup=A (11)
AND=0 (12)
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Propiedades de las operaciones con conjuntos

2) conmutatividad de la unién y de la interseccion:

AUB=BUA
ANB=BnNA

3) asociatividad de la unién y de la interseccion:

AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BNC)=(AnB)NC
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Propiedades de las operaciones con conjuntos

6) Leyes de De Morgan (para conjuntos):

C\(AUB) = (C\A) N (C\B)
C\(ANnB) = (C\A)U(C\B)

7

(A\B)uB=AUB
(AAB)YNB=10
A\(A\B)=ANB

24
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Unién e interseccién de una familia arbitraria de conjuntos

Las definiciones de unién y de interseccion de dos conjuntos se pueden
extender a una familia arbitraria de conjuntos. Si J es un conjunto fijado
y asociamos a cada j € J un conjunto A;, entonces obtenemos la familia
de conjuntos {A;}jec.

La unién de los conjuntos de la familia {A;};c; es el nuevo conjunto

A=A
jed

tal que x es un elemento de A si x es un elemento de al menos uno de los
conjuntos de la familia {A;}jcy.
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Unién e interseccion de una familia arbitraria de conjuntos

Ejemplo: Si J =Ny Vn € N definimos N,, = {1,2,3,--- , n}, entonces
Un€N N” =N y mnEN N" = {1}
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Unién e interseccién de una familia arbitraria de conjuntos

La interseccion de los conjuntos de la familia {A;};c; es el nuevo
conjunto
A=A
jed
tal que x es un elemento de A si x es un elemento de todos los conjuntos
de la familia {A;}jcy.
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Cardinal de un conjunto

El cardinal de un conjunto finito A, Card(A), es el nimero de elementos
de A. Si A es un conjunto infinito se escribird Card(A) = co.

Cardinal de la unién: Sean Ay B dos conjuntos finitos cualesquiera,
entonces

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) <
< Card(A) + Card(B)
Si ANB =10, Card(AU B) = Card(A) + Card(B).
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Cardinal de un conjunto Relaciones binarias

Observacién: Se puede comprobar que si A es un conjunto finito con
Card(A) = n, entonces Card(P(A)) = 2".

Ejemplos: 1) Card(N) = oo Definicién: Sean Ay B dos conjuntos no vacios. Una relacién binaria
2) Sean A= {-2,0,3,17} y B = {-7,0,5,17,18}. Entonces, entre Ay B es un subconjunto R del producto cartesiano A x B. Si
AUB = {-7,-2,0,3,5,17,18} y AN B = {0, 17}. Luego, se verifica que (a, b) € R se dira que ay b estan relacionados y se escribira aRb.

7 = Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB) =4+5—2.
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Relaciones binarias Relaciones binarias

Ejemplo: Sean A= {a,b,c}, B={d,e}y

R = {(a,d),(b,e),(c,d),(c,e)}. Entonces aRd, bRe, cRd y cRe.
Si R C A X A (es decir, si A= B), se dira que R es una relacién binaria
en A.
En las siguientes definiciones vamos a emplear el cuantificador universal
V y el simbolo de implicacién — de la légica de predicados, que
estudiaremos en detalle. La notacién Vx € A quiere interpretarse como
“para todo elemento x del conjunto A”.

L]
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Relaciones binarias Relaciones binarias

Una relacién R en un conjunto no vacio A puede ser: . . . .
) puede ser Para estudiar las propiedades de una relacién binaria sobre un conjunto A

> R1) reflexiva: Vx € A xRx es conveniente representar graficamente la relacién (ver ejercicio 6).
» R2) simétrica: Vx,y € A xRy — yRx Observacién: Las anicas relaciones binarias en un conjunto no vacio A
que sean al mismo tiempo simétricas y antisimétricas son tales que

» R3) antisimétrica: Vx,y € A (xRy y yRx) 5> x=y
RC{(xy):x=y}

> R4) transitiva: Vx,y,z€ A (xRy y yRz)— xRz
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Relaciones binarias Relaciones binarias

Ejemplos: 1) Sea A el conjunto de las personas y

R ={(a,b) € Ax A: aes el padre de b}. Esta relacién no tiene ninguna

de las prop|e'dades R1,R2y R4. . .. 4) En el conjunto de las rectas del plano real, la relacién “r es ortogonal
2) En el conjunto de las partes P(A) de un conjunto A, la relacién de a's" no es reflexiva, es simétrica y no es transitiva

inclusiéon R = {(B, C) € P(A) x P(A) : B C C} es reflexiva, ' ’

antisimétrica y transitiva.

3) En el conjunto Z de los nimeros enteros, la relacién

R={(n,m) € Z xZ:n— m es par} es reflexiva, simétrica y transitiva.
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Definicién: Si R C A x B es una relacién binaria, se denomina

» dominio de R al conjunto

dom(R) = {x € A: 3y € B tal que (x,y) e R} C A

» imagen directa (o rango) de R al conjunto

Im(R) ={y e B:3x € Atal que (x,y) e R} C B
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Relaciones de equivalencia

Definicién: Una relacién binaria R en un conjunto no vacio A se

denomina relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Si R es una relacion de equivalencia en Ay a, b € A son tales que aRb,

se escribird a ~ b.

Si a€ Ay ~ es una relacién de equivalencia en A, se puede definir un

subconjunto C(a) de A denominado clase de equivalencia de a:
Cla)={xeA:x~a}. (18)

Notar que C(a) no es vacio ya que toda relacion de equivalencia es
reflexiva.

39

Relaciones binarias

» imagen inversa (o reciproca) de un subconjunto C de B al
conjunto

RYC)={xecA:JyeCtalque(x,y) cR}CA

» codominio de R al conjunto B.
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Relaciones de equivalencia

Sea b otro elemento de A. Puede ocurrir sélo una de las siguientes
situaciones:

si a~ b, entonces C(a) = C(b),
si a = b, entonces C(a) N C(b) = 0. (20)
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Relaciones de equivalencia

Por tanto, si consideramos el conjunto de las distintas clases de
equivalencias, este conjunto representa una particion de todo A entre
subconjuntos disjuntos y se denomina conjunto cociente.

41

Relaciones de equivalencia

3) Nameros racionales

En el conjunto F de las fracciones F := {p/q:p,q€Z y q+# 0},
para todo par de fracciones r; = % yrn= %, se define la relacién de
equivalencia R como r; ~ r; <> p1g2 = p2q;. El conjunto de las clases de
equivalencia es el conjunto Q de los nameros racionales.
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Relaciones de equivalencia

Ejemplos: 1) La relacion R = {(n,m) € Z x Z : n — m es par}, es una
relacion de equivalencia y Z = C(0) U C(1). C(0) es el conjunto de todos
los enteros pares y C(1) de los enteros impares.

2) En el conjunto de las rectas del plano real, la relacion “r es paralela a
s" es una relacién de equivalencia. Para toda recta r, C(r) representa a
la direccion determinada por r.
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Relaciones de orden

Definicién: Una relacién R en un conjunto (no vacio) A es una relacion
de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si R es una relacién
de orden en Ay x,y € A son tales que xRy, se escribira x < y.

Una relacién de orden R sobre A tal que cada dos elementos x e y de A
se pueden comparar (es decir, Vx,y € A, xRy 6 yRx) es una relacion de
orden total. Si una relacién de orden R no es de orden total, entonces es
una relacion de orden parcial.

44



Relaciones de orden

Ejemplos: 1) En el conjunto de los nameros reales la relacién “menor o
igual que” (<) es una relacién de orden total. En particular, sea
A:={1,2,3,4,12}. El orden del conjunto A dato por < se puede
representar con un grafo orientado:

1—2—3—4—12

En el conjunto de las partes de un conjunto A, la relacién de inclusion

2)
(C) es una relacién de orden parcial.
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Relaciones de orden

A toda relacién de orden “<" en A se le puede asociar una relacién de
orden estricto, definida por

Vx,y €A, x<y < x<y y x#y. (21)
La relacién < es tal que
i) no existen elementos x,y € A talesque x <y ey < x

simultaneamente,
ii) es transitiva.
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Relaciones de orden

3) En el conjunto de los ndmeros naturales la relacién “ser divisor de”, |,
es una relacién de orden parcial. En particular, para el mismo conjunto
A:={1,2,3,4,12} del ejemplo 1), la relacion | se puede representar por
medio del siguiente grafo:

3
e N

1 - 2 - 4 — 12
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Relaciones de orden

Viceversa, a partir de una relacién R en A que cumple las condiciones i) y
ii), se puede definir la relacion de orden

x<y e ((x<y)x=y)).
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Relaciones de orden

Son muy importantes las relaciones de orden estricto y total, es decir,
las relaciones que satisfacen las siguientes dos propiedades:

> transitiva: Vx,y,z€ A, (x<y e y<z)—x<z

» de tricotomia: Vx,y € A, se cumple exactamente una de las
siguientes afirmaciones:

x=y, x<y, y<x.
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Minimos y maximos de un conjunto

Definicién:

Si < es una relacién de orden en un conjunto Ay B C A, un elemento
meE B esun minimode Bsi Vx€ B m<x. Unelemento M€ B
esun maximode Bsi Yxe B x < M.

Se puede comprobar facilmente que el minimo y el maximo de un
conjunto existen, entonces son @nicos.
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Relaciones de orden

Ejemplos:

1) En el conjunto de los numeros reales la relacion “menor que” es una
relacion de orden estricto y total.

2) En el conjunto de las partes de un conjunto A, la relacion de inclusién
propia (es decir, VB, C € P(A), B< CsiBC Cy B# C) es una
relacion de orden estricto parcial.
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Minimos y maximos de un conjunto

Ejemplos: 1) () es el minimo y A el méximo del conjunto de las partes
P(A) del conjunto A, ordenado con la inclusion.

2) —1 es el minimo y 4 es el maximo del intervalo (cerrado) [-1,4] C R,
donde R tiene el orden “menor o igual que.”

3) En el conjunto de los nameros naturales ordenados por “ser divisor
de,” 1 es un minimo, pero no existe un maximo.
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Relaciones n—arias

Definicién: Sean A;, A, ..., A, conjuntos no vacios. Una relacién de
aridad n o n—aria es un subconjunto R del producto cartesiano
Ar X Ap X -+ X Ap. Si (a1,a2,...,a,) € R se dira que (ay,a2,...,a,)

estan relacionados.

Ejemplo: Sean A; = {a, b, c}, A, = {d, e} y A3 = {1,2}.

R ={(a,d,1),(b,e,1),(c,d,2),(c,e,2)} es una relacion ternaria sobre
A; X Ay X As.
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Funciones

La siguiente definicién es mas general e identifica el concepto de funcién
con una clase particular de relaciones binarias.

Definicién: Sean A;, Az, ..., A, y B conjuntos no vacios. Una funcién
(o aplicacion) (n+ 1)—aria f: A; x Ay X --- x A, — B es una
relacion (n+1)—aria f C A; X Ay x --- X A, x B tal que

f1) dom(f) = A1 X A X -+ X Ay,

f2) si (a1, a2,...,a,) € dom(f) existe un danico f(ay,az,...,a,) € B
tal que (a1,a2,...,an, f(a1,82,...,an)) € T.
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Funciones

Una funcién (o aplicacion) (n+ 1)—aria, f : Ay x Ay x -+ X A, — B,
de un conjunto no vacio A= A; X Ay X --- X A, a un conjunto no vacio
B se puede definir como “una regla de correspondencia que asigna a cada
elemento (a1, ay,...,a,) € A un Gnico elemento

b= f(al, a, ..., a,,) e B

Esta definicion es muy intuitiva, pero no explica el término “regla de
correspondencia” con suficiente claridad.
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Funciones

Entonces una funcién f : A; x Ay x --- x A, — B es una relacién entre
A; X Ay x -+ x A,y B tal que a cada elemento de

(a1,a2,...,an) € Ay X Ay X -+ X A, corresponde un dnico elemento
f(a1, az,...,an) del codominio B.

Si (ay,az,...,an,f(a1,a2,...,ap)) € f, se dira que f(ay, a,...,an) es la
imagen de (a;, ay, ..., a,) por la funcién f o el valor de f en

(a1, a2,...,an).

Si el dominio de una funcién estd compuesto de un sélo conjunto A,
entonces la funcién es binaria.
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Funciones

Test de la recta vertical: Una relaciéon R C A x B es una funcién si y
sélo si

1) dom(R)=A 'y

2) su grafica corta a cada “recta vertical” en un punto a lo mas.
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Funciones

Definicién: Dos funciones f, g C A x B son iguales si y sélo si:

a) dom(f) = dom(g)

b) Vx € dom(f), f(x) = g(x).

Ejemplo: Las funciones f(x) = x2, ¥x € R y g(x) = x2, ¥x > 0 no son
iguales, ya que dom(f) # dom(g).
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Funciones

Ejemplos: 1) La relacién binaria definida por: A= {a, b, c}, B = {d, e}
y R={(a,d),(b,e),(c,d),(c,e)} no es una funcion.

2) La funcién f : R — R definida por Vx € R, f(x) = x, es tal que
dom(f) =Ry Im(f) =R.

3) La funcién f : R — R definida por  Vx € R, f(x) = x?, es tal que
dom(f) =R e Im(f) = Rt U{0}(= [0, 00)). En este caso,

F1(0,2)) = [-v2.v/3] y £1((~2,0]) = {0}.

4) La funcién f(x) = y/x esta definida sélo para nameros reales no
negativos, entonces dom(f) = Im(f) = [0, c0).

5) El dominio de la funcién f(x) = 22 es R\{-1,1}.
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Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Definicién: Una funcion f : A— B es

> inyectiva: si Vx,y € A,
x #y — f(x) # f(y) o, equivalentemente,
f(x)=1Ff(y) > x=y.
A elementos distintos x e y de A corresponden elementos distintos
f(x)y f(y) de B.

» sobreyectiva: si f(A) = B o, equivalentemente, si
Vb e B Ja € Atal que f(a) = b.
Cada elemento de B es el imagen de al menos un elemento de A.
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Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

» biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva.
Por tanto, una funcién f : A — B es biyectiva si
Vb € B Jl(existe un Gnico) a € A tal que f(a) = b.

Test de la recta horizontal: Una funcién f es inyectiva si y sélo si cada
“recta horizontal” corta la grafica de f en un punto a lo mas.
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Composicion de funciones

Defincion: Sean f : A— By g: B — C dos funciones.

La funcién composicién (o compuesta) de f y g es la funcién
gof:A— C definida por Vac A, (gof)(a) =g(f(a)).
Entonces

gof ={(ag(f(a)):ac A} CAxC.
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Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Ejemplos: 1) La funcién f : R — R definida por  Vx € R, f(x) = x,
es biyectiva.

2) La funcién f : R — R definida por  Vx € R, f(x) = x2, no es ni
inyectiva, ni sobreyectiva.

3) La funcién f : [0,00) — [0, 00) definida por  Vx € R, f(x) = v/x,
es biyectiva.

4) La funcién proyeccion sobre A, p: Ax B — A, definida por

p(a, b) = a, es sobreyectiva y no es inyectiva (salvo que card(B) = 1).
5) La funcién identidad en A, Ids : A — A, definida por Ida(a) = a, es
biyectiva.

Observacién: Si f : A— B es una funcién inyectiva, entonces la
funcién f : A — f(A) es biyectiva.
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Composicion de funciones

Ejemplos:

a) Siendo RT el conjunto de los nimeros reales positivos, sea
f:R— RTU{0} lafuncién f(x) =x2+1 ysea

g :RTYU{0} — RTU{0} la funcién g(x) = /x.

Entonces, la funcién gof : R — RT U {0} es la funcién

(g0 f)(x) = g(f(x)) = vX*+ 1.
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Composicion de funciones

b) Sean D el conjunto de las personas, M el subconjunto de las madres
y A el subconjunto de las abuelas.

Definimos las funciones f : D — M y g : M — A que asocian a toda
persona y a toda madre, respectivemente, su propia madre.

En este caso la funcién go f : D — A resulta ser la funcién que asocia
a toda persona su abuela materna.
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